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分形信号的小波基表示
关
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摘要 在研究自相似信号小波变换性质的基础上
,

利用离散小波变换的重构公式

给 出了产生分形信号的小波模型
,

并推导了由该模型产生的近似分形信号的时间平

均功率谱计算公式
.

给出了该模型与已有模型比较的数值实验
,

结果表明该模型构

造的信号能较好地近似分形信号
.
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基于小波分析的分形信号研究
,

特别是 1 f/ 信号的合成 (重构 )[
’ 〕是近年来人们广泛关注

的研究领域
.

在这一领域
,

分形信号 的小波模型是信号处理 中的一个基本 问题
.

研勺m en z[] 讨

论了用小波级数表示 1联信号 的问题
,

已证明在一定条件下
,

可用一簇离散 白噪声近似合成

1扩信号
.

其优点是应用简单方便
,

但该模型忽略了小波细节之间的相关性
,

假定 1f/ 信号的

小波变换为平稳的白噪声
,

使得合成信号的功率谱与 1叮谱有较大差异 (见本文实验部分 )
,

因

此需做进一步的讨论
.

本文主要讨论 1f/ 信号小波模型的改进
,

也就是如何利用小波基更好

地表示 1f/ 信号的问题
.

与 W o m ell 方法不同的是本文在考虑 1 f/ 信号谱指数的同时
,

也考虑

了 1夺信号小波变换之间的相关性
.

这是 因为分形信号具有较复杂的结构
,

仅利用描述信号

整体性质的谱指数
,

并不能完全描述分形信号【3 一 ’ 〕
.

由本文实验可以看出
,

1扩信号小波变换

之间的相关性对信号功率谱有较大影响
.

1 分形信号的小波变换

一般认为
,

广义统计 自相似信号是满足如下等式的随机过程 f( t)

E [f (
a t ) ]

= a

HE 仁f ( t )」 E [f (
a t ) f ( as ) 〕 = a Z

HE 仁f ( r )f (
s
) ]

,

( l )

其中 E 「 」表示数学期望
, a
是任意 的正实数

,

H 称为相似参数
.

如果 f( )t 的功率谱还具有

下述幂律关系

s
子

( 。 ) co , 火
万下

( 2 )

则称 f( t )为分形信号图 (或 1了信号 )
.

记 , = Z H + 1
,

称其为信号 f( t )的谱指数
.

分形信号

的重要特征是它的 自相似性
,

在本文 中指信号 f( t) 关于时间尺度是 自相 似的
,

也就是通常所

说的信号没有特征尺度
.

对信号的离散小波变换来说
,

尺度进行了离散化处理
,

考虑的只是离
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散尺度2
一 m ,

m 任忍
,

愿表示整数集
,

所 以上述 自相似性定义需做适 当的改变
.

在下述讨论 中
,

信号 f( ` )的自相似性均指 ( 1) 式对于离散的实数
a * 任 {2

一

叫 m 任到成立
.

设 沪( )t 是小波基函数
,

沪
苦

( t) 为对应的共扼小波基函数
,

则信号 f( t) 的离散小波变换定

义 [ 9〕为

·
( m

, ·

卜 {了
二 、 ( ` )。;

, 。

( ` , d:
,

m
, · 任 冠

,

( 3 )

其中 沪
。

, 。

( t )
= Z m几沪(2

m

卜
。
)

.

若 必( t) 满足完全重构条件
,

则 f( t )可表示为

f ( ` )
=

艺 艺
。 m ,

砂 m , 。

( ` ) ( 4 )
爪 = 一 因 n 二 一 .

其中
c 。 , 。 =

<f( ` )
,

必
。 , 。

( ` )>
,

必(
, )是 沪( ` )的对偶小波

.

本文的 目的是利用 (4) 式模拟 (或表

示 )分形信号
.

换言之
,

我们要考虑这样一个问题
: 即对 于给定的小波 沪( t )

,

小波级数 ( 4 )的系

数 %
, 。

满足什么条件时
,

(4 )式表示的信号是分形信号
.

为此
,

首先讨论如何用小波变换刻画

信号 f( t) 的自相似性问题
.

进一步假设 沪( t) 是正交小波
, 二

( m
,

n) 是信号 f( t) 的离散小波变换
.

此时
c二

, 。 = 二
( m

,

n)
,

由 ( l) 式可直接验证 f( ` )是相似参数为 H 的 自相似信号的充要条件是对 V 几
,

m
, n 任忍

,

及

V m ` , n `任冠
,

i 二 l
,

2
,

有

君 [
二
( m

一 无
, n

) 〕 = 2 ( Z H
+ , ) k / 2￡ [

x
( m

, n
) 〕

,

( 5 )

君 I
二
( m

l 一 人
, 。 1

)
二
( m

: 一 无
, 。 2

)〕 二 2 ( Z H + ` ) k￡ [
二
( m

l , 。 1
)
:
( m

Z , 。 2
)〕

.

( 6 )

( 5 )与 ( 6 )式给出了两尺度上小波系数 x( m
,

n) 之间的关系
.

如果把各尺度上的小波系数

与尺度为 1 (对应 m =
0) 的小波系数做比较

,

则更容易看清楚这种关系
·

记 R爪
,

,

。 2

( m
, ,

m Z , “ , ,

n Z
)
二 E [

x
( m

l , n l
)

x
( m

Z , n Z
) 〕

,

并当 m l = m Z 时
,

简记 R m l 。 2

( … )为 R。 (… )
,

则由 ( 5 )式知 * m

(… )与其归一化
; 。
(… )满足下列关系式

尺m
( m

,

m
, n l , n Z

)
= 2一 ( Z H + ` )尺。

( o
,

o
, 。 1 , 。 2

)
,

( 7 )

r 。
(
n l , n Z

)
= Rm

( m
,

m
, n l , n Z

) / 丫
v a r

(
x
( m

, n l
) (

v a r
(
二
( m

, n Z
) )

==

尺。 ( o
,

0
, n , , n Z

) / 了
v a r

(
x
( o

, n l
) )

v a r
(

x
( o

, n Z
) )

= : 。
(

n l , n Z
)

.

( s )

上式表明
,

对 自相似信号的小波变换而言
,

任意两尺度上信号的相关性总是相同的
,

即当

尺度放大或缩小时
,

小波细节的二阶统计特性不变
.

2 分形信号的模拟

假定 抓 m
, n

)是一簇零均值二维随机过程
.

考虑用其产生的信号

f ( , )
=

艺 乙 宁( m
, 。

)必
m , 。

( ` )
m 二 一 因 n = ~ ,

来模拟 1联信号问题
.

由上节讨论知要使 f( t) 具有 自相似性
,

式
·

为了讨论 f( ` )的功率谱密度
,

先考虑信号 f( ` )的近似气 (t )

( 9 )

宁( m
, n

)应当满足 ( 5 )与 ( 6 )

=

乙 艺 宁( m
, n

)沪
m , 。

( ` )

,

即将 f( t) 中分辨率粗于 ZM与细于 2
一 M 的信息抛弃

,

这里 M 是充分大的正整数
.

由 ( 5 )与 ( 6)

式知在每一尺度上信号的能量是无限的
,

所以需要考虑关于时间平均 自相关函数 ha (
:
)

二
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E [介 ( ) t介 ( t + :
)」 d t

.

利用该式可导 出信号关于时间的平均功率谱密度
.

我们证明了

产
月

l
é o

M一 2

如下结论 (证明从略 )
:

定理 设 以 m
,

n) 满足等式 ( 5) 与 (6)
,

并且满足条件
:
(

a
)对任意 m 任 Z

,

刹 m
,

n) 关于
n

是广义平稳的随机过程 ; ( b ) 习 l 尺。
( 、 ) 一< 二

,

其中 尺。
( 、 )

二 E [右( o
, 。 + 、 )宁( o

, 。
) ] ; (

。
)

V m , ,

m Z任忍
,

当 m l 尹 m : 时
,

E [右( m
, , n Z

)右( m
Z , n Z

) ] = 0
.

则 当 沪( 。 )是 尺 阶正则的正交 小

波
,

并且 ZR > Z H + 1 > 0 时
,

由 (9) 式表示的信号是相似参数为 H 的 自相似信号
,

且关于时间

的平均功率谱密度为

s,( 动
=

艺 2
一

msr
。
(2

一

、 ) ! 似 2
一

、 l)
2 ,

( 10 )

其中 s 。 ( ` )
二 *

刃
.
尺。

( k )
e 一

加
,

y = “ H + `
,

必( 。 )
,

表示 必( ` )的 oF
u ir e r

变换
·

注意到 R。 ( k )
= 2

一

ynz 尺
。
( 无)

,

S。 ( 。 )
= 2

一

衅 s 。 ( 。 )
,

所 以 ( 一0 )式 中的通项可解释 为信号

f( t )在相应尺度上的功率谱
,

而 sf ( 。 )是信号 f( ` )在各尺度上功率谱的叠加
·

由 ( 9 )式产生的

信号 f( : )的功率谱 今( 。 )不仅依赖于谱指数 了
,

也依赖于每一尺度上信号 宁( m
, 。

)之间的相

关结构 R 。
( k)

.

从表达式 ( 10) 的结构可以看 出 今( 。 )具有倍频程波动
,

即对任意 m 任忍
,

有

sf ( 2、 )
= 2

-

衅今( 。 )
.

在双对数坐标系 (坛sf ( 。 )
,

19。 )中
,

呈现为等间隔相似波动
.

这种波 动主要来源于对尺度的离

散化处理
.

就形式为 ( 9) 的信号而言
,

这种波动是不可避免的
.

这意味着用 ( 9) 式构造 1叮信

号时
,

所得信号 f( t) 总是一近似 1汀 信号
.

理论上
,

我们可进一步证明
: 如果 } 。 l > 0 时

,

s0

( 。 ) > 0
,

那么 f( 约是一近似 1f/ 过程
,

即存在常数 0 < mf ( 岭
< `

,

使得

心 / 1 0 1了 鉴 sf( 动 鉴岭 / ! 。 ! 7
.

l( l)

3 实验结果

根据上节讨论
,

数值 娇与 mf 刻画了 sf ( 。 )与 1f/ 谱的偏 离程度
.

为此我们引入合成信

号功率谱 sf ( 。 )与 1f/ 谱的误差
: E =

崎
一
mf

,

其 中 mf
二 inf ( } 。 !场 ( 。 ) )

,

岭
=
su p ( 10 1场

( 。 ) )
,

以此对各种模型进行比较
.

从勺m ell[
,

始出的 l扩信号小波模型为
:
假定 宁( m

, 。
)是互不相关的零均值白噪声序列

, , ar

(叙 m
,

n) )
二 口 2 2

一

加
,

在此取 尹
二 1

,

则可 由 (9) 式构造近似 1了信号
.

用本文方法产生 1叮信

号时
,

先要构造序列 刹 m
,

n)
.

在本实验中
,

对每一给定 m
,

选择 创 m
, n

)为 M ar ko 丫序列
,

即 夸

( m
, n

)关于
n
符合下列 AR ( l) 模型

:

x , = w , , x 。 一 那
n 一 , = * 。 , n > 1

,

0 < 尸 < 1
,

( 12 )

、 。

为平稳的正态 白噪声序 列
,

E 「w 。

」= 0
, v
ar ( w

。

)
=
( l

一 尸2
) 2

一

加
,

而 E [
x 。

]
= o

, v ar (
x 。

) =

2
一

孙
.

刹 m
,

n) 作为正态白噪声通过一平稳线性系统所产生的输出
.

由此产生的序列
x 。

的 自

相关函数
,

也就是 以 m
, 。

)关于
几 的 自相关函数

: R二 ( k )
= 2

一

孙 e 一 “ ’ ` ’ ,

参数
。 > 1 由 p 确定

.

容易验证序列 以 m
,

n) 满足定理的条件
,

但参数 a( 或 p )的选择对功率谱 今( 。 )有影响
,

所以
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对于不 同的谱指数y 需选择适 当的参数
a

.

表 1就小波基 函数 沪 )( t为Hr aa小 波和二 阶

D u a be e he ls 小波时
,

给出了不同谱指数 7 和参数
a
情况下 W

o m ell 方法与本文方法的实验结果
,

其中 E ~ 是用 肠m ell 模型合成分形信号时产生的功率谱误差
,

oE ur 是用本文方法时产生的功

率谱误差
.

表 1 不同参数下 W o n le
n 方法与本文方法的比较

11aa
l小波 二阶 aD

u l犯 c ll ies 小 波

误 差 y 0
.

5 1
.

0 1
.

5 1
.

8 1
.

5 1
.

8 2
.

0

a 2
.

0 1
.

8 1
.

5 1 7 2
.

8 2
.

4 2
.

2

由表 1可以看出
,

对于不 同的谱指数 y
,

用本文方法构造 的近似 1f/ 过程的功率谱误差

oE ur 比 wo m el l 方法产生的功率谱误差 E ~ 均有减小 ;且当谱指数 y 增大时
,

参数
a 减小

,

即要

求 以 m
, n

)关于
n 的相关性增强

.

从小波变换的角度来看
,

这一现象表 明
,

当谱指数 y 增大

时
,

1了过程小波变换之间的相关性逐渐增强
.
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